SUR L'INDICE DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE 
par Patrice TAUVEL et Rupert W.T. YU 



Resume. On donne une majoration de l'indice de certaines algebres de Lie in- 
troduites dans [2] et [7]. On en deduit la preuve d'une conjecture de D. Panyushev 
formulee dans [7]. Nous formulons aussi une conjecture concernant l'indice de ces 
algebres, et la prouvons dans des cas particuliers. Enfin, nous donnons un resultat 
concernant l'indice des sous-algebres paraboliques d'une algebre de Lie semi-simple. 

Abstract. We give an upper bound for the index of certain Lie algebras, called 
of seaweed type, introduced in [2] and [7]. We deduce from this a conjecture of D. 
Panyushev stated in [7]. We conjecture that our upper bound gives in fact a formula 
for the index of such Lie algebras, and we prove it in certain cases. Finally, we obtain 
a result concerning the index of parabolic subalgebras of a semisimple Lie algebra. 

1. Notations et rappels 

1.1. Dans la suite, k est un corps commutatif algebriquement clos de car- 
acteristique nulle. Les algebres de Lie considerees sont definies et de dimension 
finie sur k. Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie, on le munit de 
la topologie de Zariski. On renvoie a [1], [3] et [8] pour les concepts generaux 
utilises. 

1.2. Soient g une algebre de Lie, g* son dual. L'algebre 9 opere dans 9* au 
moyen de la representation coadjointe. Ainsi, si X, Y £ g et / £ 9*, on a : 

(X.f)(Y)=f([Y,X}). 

Avec les notations prcccdcntcs, on definit une forme bilineaire altcrnee <f> f 
sur g en posant : 

$f(X,Y) = f([X,Y]). 
Le noyau de $/ est note gW. L'entier x(&) = infjdimg^^; / 6 g*} est appele 
l'indice de g. On dit que / est regulier si dimg^' = x(g) ; l'ensemble g* des 
elements reguliers de g* est un ouvert non vide de g*. 

1.3. Dans la suite, on suppose que g est semi-simple, de forme de Killing n. 
On fixe une sous- algebre de Cartan f) de g, et on note R le systeme de racines 
du couple (g, h). Pour a G R, g a est l'espace radiciel associe a a. On designe 
par H a l'unique element de [g a ,g _Q ] tel que a(H a ) — 2. Si A E h*, on ecrit 
(A, a v ) pour X(H a ). Si P est une partie de R, on pose : 

„p \^ „a 

= .L fl ■ 

Soient II une base de R et R+ (resp. R-) l'ensemble des racines positives 
(resp. negatives) correspondant. On designe par b et b- les sous-algebres de 
Borel de g definies par : 

b - f) © Q R + , b_ = f) e g R - . 



Mots-cles : Algebres de Lie semi-simples — Sous-algebres speciales — Indice. 
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Pour toute partie S de II, on note ZS (resp. NS) l'ensemble des combinaisons 
lineaires a coefBcicnts cnticrs (rcsp. a coefficients entiers positifs) des elements 
de S, et on pose : 

r s = r n zs , R'l = r + n zs = Rn ns , r s _ = r s \rI. 

L'ensemble R s est un systeme de racines dans le sous-espace vectoriel de t)* 
qu'il engendre, S est une base de R s , et (resp. R^_) est l'ensemble des 
racines positives (resp. negatives) associe. Si S est une partie connexe de IT, le 
systeme R s est irreductible, et on note Es sa plus grande racine (relativement 
a S). 

1.4. Soit S une partie connexe de II. Pour tout racine a G i?^\{es}, on sait 
que (a, eg) G {0, 1}. Si Rq est l'ensemble des a G R s verihant (a, eg) = 0, on 
a i?f = R T , oil T = S n Rq . D'autre part, pour a e R + (~) Rq, on a a ± e s R 
([1], proposition 9, p. 149) done, si a ^ £5, les racines a et es sont fortement 
orthogonales. 

1.5. Rappelons une construction ct quclqucs proprietes d'un certain ensemble 
de racines deux a deux fortement orthogonales ([5] et [6]). 

Soit S une partie de II. Par recurrence sur le cardinal de S, on dchnit un 
sous-ensemble fC(S) de parties de S de la maniere suivante : 

a) fc(0) = 0. 

b) Si S\, . . . , S r sont les composantes connexes de S, alors : 

K,(S) =IC(Si)U---UlC(S r ). 

c) Si S est connexe, on a : 

IC(S) = {S} U K{{a e 5"; (a, e v s ) = 0}). 

1.6. II est clair que le cardinal de tC(H) ne depend que de g, mais pas de 
f) et IT. On note cet entier k g . On donne dans le tableau suivant la valeur de 
k g pour les differents types d'algebres de Lie simples. On a note [r] la partie 
entiere d'un nombre rationnel r. 
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1.7. Lemme. Soient S une partie de IT et K,K' 6 JC(S). Alors : 

(i) K est une partie connexe de IT. 

(ii) On a on K C K' , ou K' C K , ou K et K' sont des parties disjointes de 
S telles que a + (3 £ R pour a G R K et (3 G R K ' . 

(hi) Si K ^ K 1 , Ek et Ek 1 sont fortement orthogonales. Par consequent, 
{ek\ K G IC(S)} est un ensemble de racines deux a deux fortement orthogonales 
de R. 

1.8. Si S est une partie de IT et si K G 1C(S), on pose : 

T K = {ae R K ; (a, e v k ) > 0} , = T k \{e k } , a K = E 5 a . 

aer K 
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Lemme. Soient K, K' G JC(S), a,(3e T K , etjeT K . 

(i) On a T K = Rf\{8 G R*; (S,e v K ) = 0}. 

(ii) L'ensemble est la reunion disjointe des T K pour K" G IC(S), et <Xk 
est une algebre de Heisenberg de centre g £K . 

(iii) Si a + (3 G R, alors a + (3 — Sk ■ 

(iv) Si a+7 G R, alors ou K C K 1 et a+j G T K ' , ou K' C K et a+-f G T K . 

1.9. On designe par E$ le sous-espace vectoriel de f)* engendre par les Sk, 
K G JC(S). Ces racines etant deux a deux fortement orthogonalcs, la dimension 
de Es est egale a card(/C(5)) (cardinal de IC(S)). 

2. Sous-algebres speciales 

2.1. On designe toujours par g une algebre de Lie semi-simple, et on note G 
son groupe adjoint. La definition suivante est due a D. Panyushev. 

Definition, (i) On dit que deux sous-algebres paraboliques p et p' de g sont 
faiblement opposees si p + p' = g. 

(ii) On appelle sous-algebre speciale de g toute sous-algebre de Lie q de g de 
la forme q = p n p', oil p et p' sont des sous-algebres paraboliques faiblement 
opposees de g. 

2.2. Soient S, T des parties de II. On verifie facilement que i?^ U R? est une 
partie close de R. Posons : 

p = g R + b- , p' = g R - © b. 

Alors p et p' sont des sous-algebres paraboliques faiblement opposees de g, et 

q = p n p' = f) © g R + © g R - 

est une sous-algebre speciale de g. 

Reciproquement, soient p et p' des sous-algebres paraboliques de g verifiant 
b C p ct b_ C p'. On a p + p' = g, et il est immediat qu'il existe des parties S 
et T dc II tcllcs que p n p' = t) © g R + © g R - . 

On dira qu'une sous-algebre speciale q de g est standard (relativement a b, 
ct II) si elle s'ecrit q = f) © g R + © g R - , ou S et T sont des parties de IT. 

2.3. Proposition. Soit q une sous-algebre de Lie de g. Les conditions suiv- 
antes sont equivalentes : 

(i) q est une sous-algebre speciale de g. 

(ii) q est G-conjuguee a une sous-algebre speciale standard de g. 

Preuve. L'implication (ii) => (i) est claire. Supposons (i) verifie, et prouvons 
(")• 

Ecrivons q = p Hp', ou p et p' sont des sous-algebres paraboliques faiblement 
opposees de g. On sait qu'il existe une sous-algebre de Cartan t de g contenue 
dans q. Notons R 1 le systeme de racines de (g, t). Ecrivons p = 6ffig p , p' = tffifl^, 
oii P et Q sont des parties paraboliques de R' . D'apres les hypotheses, il vicnt : 

P U (-P) = Q U (-Q) = P U Q = R'. 

On a done aussi (— P)U(— Q) = R 1 . Soit T = Pd(—Q) ; e'est une partie close 
de R 1 . On va montrer qu'elle est parabolique, e'est-a-dire que T U (-T) = R'. 
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Soit a G R'\T. Distinguons plusicurs cas : 

a) Si a P ct a ^ —Q, alors a G — P et a G Q, done a G — T. 

b) Si a G P et a ^ -Q, on a a G -P ct a G Q, car (-P) U (-Q) = R' . 

c) Si a ^ P ct a G -Q, il vicnt a G -P ct a G Q, car P U Q = R' ■ 

Dans tous les cas, on a obtenu a G — T, cc qui fournit le resultat. L'implica- 
tion (i) => (ii) est alors immediate. □ 

3. Majoration de l'indice 

3.1. Les notations des alineas 3.1 a 3.7 seront utilisees dans toute la suite. 
On conserve les hypotheses de 1.3. 

Soient a une sous-algebre de Lie de q et X G g. On definit une forme lineaire 
(p* sur a en posant, pour Yea: 

tf(Y) = K (X,Y). 

Si Z G o, on a Z.ip* = ip\?' X ^ ct ofl Q X G a^?\ ou g x est le centralisateur de 
X dans g. 

3.2. Soit {Pi, . . . , He} une base de f), ou £ est le rang de g. Si a G P, on note 
X a un clement non nul dc Q a . Alors {P^; 1 ^ i ^ U {X a ;a G P} est une 
base de q, dont on designe par {P*; 1 ^ i ^ U {^"*; a G P} la base duale. 

3.3. Dans la suite, on fixe un ordre total sur l'ensemble R + . 

Soient S,T des parties de II. On designe par Ps,t le sous-espace de t)* en- 
gendre par les Ek, avec K G fC(S) U fC(T). On pose : 

q = 0s,T = f)e E E e a - 

L'algebre de Lie q est une sous-algebre speciale standard relativement a f) et II. 

Pour K G JC(S) (resp. L G K,{T)), on note (resp. 6l) un element non nul 
de k. Soit 

/= e + E W* El eq*- 

KeK(S) L€/C(T) 

On a aussi / = <^ S ' T , avec 

X S,T = E a K X -e K + Y. b L X e L , 
KeK(S) LeK(T) 

ou 

, a K b L 
a K = —— - r i hj = 



K k(I £k ,I- £i( ) l k(X £l , X- £l ) 

Soient ms (resp. tut) le cardinal de K{S) (resp. /C(T)) et m = tos + m T- 
On note 

% = {a Kl ,...,a Kms ,b Ll ,...,b mT ) e (k\{0}) m , 
avec £if x < • • • < £if ms et < • • • < £ L mT ■ On dit que f2/ definit /. 

3.4. Pour K G et L G /C(T), on adopte les notations suivantes : 

• Hi(K) est l'ensemble des couples (a, — a), avec a G T^" et a < Ek — ol. 

• Ti.2{L) est l'ensemble des couples (—/?,— ££,+/?), avec /? G et /? < el — ft- 

• Ti(K, L) est l'ensemble des couples (— /?, e^), avec /3 G Tq , et pour lesquels 
il existe L' G /C(T) verifiant e k — [3 = —£l>. 
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• T 2 (K, L) est l'ensemble des couples (a, —£l), avec a £ , et pour lesquels 
il existe K' £ /C(T) verifiant a — el = £k'- 

• Ji{K,L) est l'ensemble des couples (a, —(3), avec a £ Tq et (3 £ Tq, et 
pour lesquels il existe K' £ IC(S) verifiant a — j3 = Ek 1 ■ 

• Ji{K,V) est l'ensemble des couples (a, —(3), avec a £ et /? € Tq, et 
pour lesquels il existe L' £ JC(T) verifiant a — (3 = — £l>- 

On pose : 

Wi= U H 1 (K),H 2 = U «2(£) , H = WiU7i 2 , 

KeK(S) LeK(T) 

2i= U li(K,L),l 2 = U 

(Jf,i)£/C(S)xK(T) (K,L)etC(S)xK(T) 

J=( U Ji(tf,L))u( U J 2 (^,i)), 

V (K,L)eK(S)xK(T) ' V (K,L)eK(S)xK(T) ' 

Z = H U 2i U X 2 U J, 
r = card7i , s = dim -E^r- 
Si z = (a, /3) 6 Z, on notera z = {a, /3} l'ensemble sous-jacent a z. 

3.5. Lemme. Soient K £ K{S) et L £ /C(T). 4Zors : 

(i) 5i (— (3, £k) £ T\{K,L) verifie ek — (3 = —£l', on a L 1 £ L et ek £ Tq • 

(ii) Si (a, —el) £ ^{K, L) verifie a — el — £k> , on a K' £ K et el £ . 

(iii) Si (a, -f3) £ Ji{K, L) verifie a- f3 = £ K >, on a K' £ K et [3 £T% . 

(iv) Si (a, —(3) £ J 2 (K, L) verifie a — (3 = —£l> , on a L' £ L et a £ Tq . 
Preuve. C'cst immcdiat d'aprcs les lcmmes 1.7 et 1.8. □ 

3.6. Si K £ K{S) et L £ JC(T), on note : 

*k= E 8° , f»I = E a~ a , 
a K = kX £K +a' K , b L = kX_ £L + b' L , 

u= E ^ £JC + e kx_ ei ,t>= E a K + E *>£■ 

KeK(S) LGAC(T) KeK(S) LeK(T) 

D'apres 1.8, a_K- et b_L sont des algebres dc Hcisenberg, de centres respectifs 
kX £jc ct kX_ £[ . 

La dimension de a' K (resp. b* ) est un cntier pair 2uk (resp. 2hl), et : 

r= E E n L- 

KelC(S) LeK(T) 

On idcntifie f)*, u* ct 0* a des sous-espaces de q* au moyen de la decompo- 
sition q = t) © u © 0. 

3.7. En utilisant la notation de 3.2, pour z = (a, (3) £ Z, on note : 

v z =X* a AX* £^ 2 q*. 

Soient K,K' £ K(S), L,L' £ /C(T), a £ , et f3 £ T%. Compte tcnu des 
lemmes 1.7 et 1.8, on a les resultats suivants : 

• £ K - £l £ {ek',-£l'}- 

• a-£ L ^ -E L >- 

• £k - (3^ £k>- 
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II en resulte quo, si Ton idcntifie la forme bilineairc alternee $/ sur q a un 
element de /\ 2 q*, alors 

$ / = * / + 6/, 

avec 9/ e E s ,t A u * et 

*/ = E X zV z , 
zGZ 

avec A z 6 k pour tout z£Z. 

Si z = (a, /3) e Z, on a 8/(X a , .X^) = 0. D'autre part, ou [X a ,Xp] = \i z X eK , 
avec K e )C(S), ou [X^X^] = fi z X- EL , avec L <E IC(T), le scalaire /x z etant 
non nul. Par consequent : 



\ z = $f(X a ,X f3 ) = f([X a ,X f3 ]) 



On voit done que X z est non nul. 



[i z a K si [X a ,Xp] = \i z X 
H z b L si [X a ,Xp] = n z X 



3.8. Lemme. On conserve les notations precedentes. Alors : 

(i) q^) contient une sous-algebre commutative de Q, formee d'elements semi- 
simples, et de dimension : 

dim f) - dim E s .t + card ()C(S) n /C(T)) . 

(ii) On a A s 9/ ^ ef A s+1 9/ = 0. 

(iii) II existe un ouvert non vide U de (k\{0}) m tel que A r, i , / ^ des que 
Qf G U. 

(iv) SiQfG U, alors A r+S $/ ^ 0. 

Preuve. (i) L'orthogonal J de Es,t dans () est de dimension dim () — dim Es,t- 
Avec la notation Xs,t de 3.3, si H G t, on a [iJ, Xs,t] = 0, soit i?./ = 0. 
Pour X e /C(S) n K(T), posons : 

*K = d K X €K + b' K X- £K . 

II est bien connu que Yk est un element semi-simple de g. D'autre part, d'apres 
3.3 et l'assertion (iii) du lemme 1.7, on a Yjt-f = 0. 

Compte tenu de ces remarques, l'assertion est immediate. 

(ii) Si k, I sont des entiers strictement positifs, nous noterons Wlk,l l'ensemble 
des matrices a k lignes et I colonnes a elements dans k. Pour A e 9Jlk,l, *A 
designe la transposed de A. 

Soit (ai,..., a s ) une base de Es.t telle que a, = si 1 ^ i ^ p, et 
a, = — si p + 1 < i ^ s, les Ki etant des elements de )C(S) et les Li des 
elements de K,(T). Completons cette base en une base B 1 — (ai, . . . ,cti) de 
t)* , et soit B — (hi, . . . , he) la base de f) duale de B'. De meme, completons le 
systeme libre (X EKi , . . . , X EKp , X- ELp+i , . . . , X- EL J en une base C de u. Alors 
2? = B U C est une base de f) + u. Si s + 1 ^ k < on a [/i fe , u] = {0}. 

Avec les notations usuelles, les racines Ek (resp. El) sont fortement orthogo- 
nales, et ek — £l ^ IC(S)U)C(T). II en resulte que, dans la base V, la restriction 
de la forme bilineaire (qui est aussi la restriction de 9/) a une matrice de 
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la forme 

/ D A\ 




M 



-*£> 
t 



\- f A 0/ 

oiiie OT^m-s (m est defini en 3.3), ct ou D e SJt^s est diagonale, sa diagonale 
etant : 

(a Kl , ■ ■ ■ 1 a Kpl b Lp+11 . . . ,b Ls ). 

On en deduit que M est de rang 2s. II est alors bien connu que que A s 9/ ^ 
et que A s+1 9/ = 0. 

(iii) Notons z\, . . . ,z n les elements dc Z, en convenant que zi,...,z r sont 
ccux de H. Afin de simplificr les notations, on ecrira XiVi pour \ Zi v Zi et fii pour 

Si z, z' G Z, on a v z A v z > — v z > A v z et v z Av z = 0. Par consequent : 
A r tf/=r! 2 A il ---A ir t) il A---A» ir . 

l^H <■■■< i r ^n 

Dans la somme precedente, le coefficient de Vi A • • • A v r est : 

n < K ( n Mz) n &r( n /**)■ 

Supposons que v ix A • • • f\v ir — Xvi A • • • Av r , avec A G k\{0}, ou i x < • • • < z r 
et (ii, . . . , i r ) ^ (1, . . . , r). L'ensemble S = z\ U • • • U z r est alors la reunion 
disjointe des ensembles pour 1 ^ t ^ r. On en deduit que, si Zi t ^ H, on 
a z it G J, ct il existe done K G /C(S) ct L G /C(T) tels que n z~ t ^ ct 
(-r^) DzT t + 0. Notons 

z ji j • • ■ ' z ik ^ es elements n'appartenant pas a 
Fixons Kq G /C(S') maximal pour l'inclusion parmi les elements K de JC(S) 
verifiant : 

if n(S~u---u5~) ^0. 

II existe t G {1, . . . , k} tel que, si z = z j , on ait Yq° flz ^ 0. Soit a G Tq° Hz. 

II en resulte que z £ J ct on a (a, £x — a ) 7^ z i ( pour 1 ^ I ^ r. D'apres la 
fin de 3.7 et le lemme 3.5, il vient ou X z = ^i z aK, avee K G AC(S') ct K ^ if , 
ou A z = ^z&l, avec i G JC(T). 

On deduit de ceci que le coefficient de A • • • A Ui r dans la somme donnant 
A r \I// est de la forme 

n «r n &r> 

KeK(S) LelC(T) 

avec m^ < njf . 

II est alors clair qu'il existe un ouvcrt non vide U dc (k\{0}) m verifiant 
A r */ ^ si 0/ G f/. 

(iv) On a : 



A 



r+. 



Commc A^'6/ G (/\ j E SiT ) /\(/\ j u*), pour montrer que A r+S $/ ^ 0, il suffit 
dc prouver que (A r */) A (A s e/) ^ 0. 
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Conservons les notations vi, . . . , v r et S de (iii). On a vu que, si f2/ € U, 

A r * / = \v\ A • • • A v r + w, 

ou A e k\{0} et ou w est une combinaison lineaire de termes v Zi A • • • A v Zir , 
avec Zi[ U • • • U zT r ^ S. II est done immediat que (A r */) A (A s 9/) ^ si 
Q f eU. □ 

Remarque. On voit facilement que la preuve precedente montre que, pour 
ilf £ U, la restriction de <&/ a x est non degeneree. 

3.9. Theorfeme. Avec les notations precedentes, on a : 

x(3s.t) «S rg(fl) + card /C(5) + card /C(T) - 2 dim E s ,t- 

Preuve. Dcq — f) ® u D, on deduit que : 

dim g = dim f) + card K,(S) + card /C(T) + 2r. 
Si 0/ e C/, le fait que A r+S $/ 7^ signifie que rg($/) ^ 2(r + s), c'est-a-dire : 
dimq^ ^ dim $5 - 2(r + s). 

II vient done : 

dimq (/) < dim f) + card /C(5) + card JC(T) - 2s. 
D'ou le rcsultat. □ 

3.10. Remarque. On a card/C(5) = dinars, card^(T) = Et, ainsi que 
Es,t = Es + Et- L'inegalite precedente s'ecrit done encore : 

X(3s,t) < rg(fl) + dimes' + dimE T - 2dim(S s + E T ). 

3.11. Corollaire. Soit q une sous-algebre speciale de g. Alors : 

(i) On a x(q) ^ rg(g). 

(ii) Dire que x(q) = rg(g) signifie que q est une sous-algebre de Levi de g. 

Preuve. La proposition 2.3 montre que Ton peut supposcr q = gs,T- 

(i) D'apres 3.10, on a y(q) < rg(g). 

(ii) Si q est une sous-algebre de Levi de g, il est bien connu que x(q) = r g(s)- 
Supposons xll) = r g(o)- D'apres 3.10, il vient Es — Et- Soit L une com- 

posante connexe de T. On a El € £/r = -E^s C ZS 1 . Comme ez, est une combi- 
naison lineaire a coefficients entiers strictement positifs de toutes les racines de 
L et que II est une base de f)*, on obtient L C S. Par suite T C S, et S = T 
en echangeant les roles de S et de T. Ainsi, q est une sous-algebre de Levi de 
0. □ 

Remarque. Le corollaire 3.11 est une reponse positive a une conjecture de 
D. Panyushev formulee dans [7]. 

3.12. Corollaire. Si I'ensemble des em, avec M e IC(S) U IC(T), est une 
base de ()*, alors x(0s,t) = 0. 

Preuve. Si les hypotheses du corollaire sont verifiees, l'inegalite de 3.10 mon- 
tre que x(9s,t) < 0. □ 



4. Etude de cas particuliers et une conjecture 
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4.1. Avec les notations du paragraphe 3, on pose : 

ds.T = rg(fl) + card K{S) + card K{T) -2 dim E s ,t 

= rg(g) + dim E,s + dim Et — 2 dira(Es + £?t)- 

D'apres 3.9, on a x(Bs,t) ^5 ^s,t- On va montrer que, dans certains cas, on 
peut affirmer que x(8s,t) = ds.T- 

4.2 Proposition. Si ds,r & {0, 1}, alors x(Ss,t) = ds.T- 
Preuve. Le cas c?s,t = est clair d'apres 3.9. Supposons ds,T = 1- 
On a dimrj^T — <^s.t = 2(r + s). Commc dimgs.T — x(0s.t) est un entier 
pair (c'est le rang d'une forme bilineaire alternee sur Qs,t), on voit que ds,T et 
x(Ss,t) ont meme parite. D'oii x(Ss,t) = 1- □ 

4.3. Soit a une sous-algebre de Lie algebrique de g, A son groupe adjoint, et 
g € a*. On dit que g est stable s'il existe un ouvert U de o* contenant g tel que 

et soient ^4-conjugues pour tout h GU. 
Le resultat suivant est prouve dans [9] : 

Proposition. Soient a une sous-algebre de Lie algebrique de q et g G a*. 
Alors : 

(i) Si g est stable, c'est un element regulier de a*. 

(ii) Si est commutative et composee d'elements semi-simples de g, c'est 
un element stable de a*. 

4.4. Proposition. On suppose que les parties S et T de H verifient I'une ou 
I' autre des proprietes suivantes : 

(i) K{S) C JC(T). 

(ii) K{T) c K(S). 

(iii) La famille {sk)k^k{S) U ( £ l)lgk:(t) es t Hbre (c'est le cas en particulier 
siSnT = ®). 

Alors, si Qf S U, f est un element stable de g*g T , et x(9s,t) = ds,T- 
Preuve. Si (i) est realise, alors K,(S) = JC(S) n JC(T) et E S , T = Et- Dc 
meme, la condition (ii) implique K{T) = K,(S) D K,{T) et E S . T — E S - Enfin, si 
l'hypothese (iii) est vraie, on a E S , T = E s © E T et JC(S) n £{T) = 0. 
Dans tous les cas, on obticnt : 

ds.T = rg(fl) - dimS 5 ,T + card (JC(S) n /C(T)). 

Compte tenu de 3.8 et 3.9, on voit que, si 17/ e U, alors dimq^^ = ds,T, et 
que l'algebre de Lie est formee d'elements semi-simples de g. On a done le 
resultat d'apres 4.3. □ 

Remarque. En prenant S = II et T = 0, la proposition precedente permet 
de retrouver le resultat suivant de [9] : il existe une forme lincairc stable dans 
f)*, et on a : 

X(b) = rg(fl) - card/C(n). 

4.5. Dans la suite, on va utiliser le resultat suivant ([3], lemma 1.12.2) : 

Lemme. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, V un hyperplan 
de V , $ une forme bilineaire alternee sur V, et <&' la restriction de <f> a V . 
On note N et N' les noyaux de $ et 
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(i) Si N C N' , alors N est un hyperplan de N' . 

(ii) SiN <£N', on a N' = N C\ V , et N' est un hyperplan de N. 

4.6. Proposition. On suppose que card(S') = 1 ou que card(T) = 1. Alors 
x(9s,t) = d s ,T- 

Preuve. Traitons le cas ou card(T) = 1, soit T = {a}. On note toujours q 
pour q s ,t- 

Compte tenu de 4.4, on peut supposer a G S, {a} K.(S), et a e Eg. 
Posons : 

Soient 

U= £ a K X- ex ,V = X a + U , f = <p" , g = <pV, 

KeK(S) 

ou les coefficients clk sont choisis pour que / soit un element stable de a* (c'est 
possible d'apres 4.4). La restriction de $ 9 a o est <£>/. La preuve de 3.8, (i) 
montre que : 

= P| kere/f. 

KeK(S) 

De a £ E s , on deduit que [X a ,a^] — {0}, soit C q^ . D'apres le lemme 
4.5, il vient alors 

q< fl ) = kX®a u \ 

avec X = X- a + Y, ou Yea. 

Comme C t), on a [a, 0^] Ha^ = {0}, puis [X,a^] = {0}. Par 
consequent, l'algebre de Lie q^ est commutative. 

Soient G le groupe adjoint de g et A le plus petit sous-groupe algebrique 
de G d'algebre de Lie ad fl a. L'ensemble des restrictions des elements deiaa 
s'identifie au groupe adjoint de o. 

L'ensemble des elements stables de o* est un ouvcrt non vide A-invariant. 
On en deduit qu'il existe h e q* regulier tel que A = h\a soit stable. Si 6 e A, 
on a 9(h)\a = 0(A). Par consequent, on peut supposer que : 

o (A) =a (/) = f| kere^cf). 

KeK(S) 

On a h([a, a^]) = {0}. D'autre part, X- a commute a = a' A '. On a done 
h{[X_ a ,a^]) = {0}. Par suite, h([q,a^}) = {0} et a< A > C qW. 

D'apres 4.5, on obtient dimqC 1 ) = 1 + dinW A \ d'ou x(q) = 1 + x( a )- 
On a ici Es.t — Es,®> cardA^(T) = 1, et x( a ) = ^S,0- On en deduit que 
X(q) = d s , T - □ 

Remarque. II est donne dans [9] un exemple d'algebre de Lie verifiant les 
conditions de 4.6, mais ne possedant aucune forme lineaire stable. 

4.7. Compte tenu des exemples traites precedemment, nous enoncerons l'asser- 
tion suivante : 

Conjecture. Si S et T sont des parties de II, on a x(5s.t) = ds,T- 

4.8. Faisons quelques remarques. 
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1) Supposons g de type A. L'indice d'une sous-algebre speciale de g est calcule 
dans [2] au moyen d'une formule combinatoirc. On pcut verifier qu'elle confirme 
la conjecture 4.7. 

2) Pour g de type A, B, C ou D, des formules de recurrence reliant l'indice des 
sous-algebres speciales de g sont etablies dans [7] . Ces formules sont compatibles 
avec 4.7. 

3) Des calculs effectues par D. Panyushev et R. Ushirobira lorsque g est de 
type F 4 ou G 2 confirment la conjecture 4.7. 

4) D'apres 4.2, 4.4, et 4.6, la conjecture 4.7 est verifiee si rg(g) ^ 2. 

5. Sur l'indice des sous-algebres paraboliques 

5.1. Lemme. Soient S une partie deU etn — cardZC(S'). II existe des parties 
Si , . . . , S n deU verifiant les conditions suivantes : 

(i) Si C S 2 c • • • C s n = s. 

(ii) /C(Si) c IC{S 2 ) C ••• c£(S n ). 

(iii) card/C(5i) = i pour 1 ^ i ^ n. 

Preuve. Soient K une composante connexe de S et K' l'ensemble des a £ if 
qui vcrificnt {a,e y K ) = 0. Si S n -\ = S\{K\K'), il est clair, d'apres 1.5, que 
card/C(S' rl _i) = n— 1 et que K.(S n -i) C K,(S). Le lemme est alors immediat. □ 

5.2. Theoreme. Soit g une algebre semi-simple de rang I. Pour tout entier 
i verifiant ^ i ^ I, il existe une sous-algebre parabolique p de g telle que 
X(p)=i- 

Preuve. II est clair que Ton peut supposer g simple. Soit n = card/C(II). On 
pose II = {ai, . . . , ai} en utilisant la numerotation des systemes de racines de 
[1], pages 250 a 275. 

II existe des parties So, S\, . . . ,S n de II, ou So — et S n = II, telles que 
Si, . . . ,S n verifient les conditions du lemme 5.1. 

D'apres la proposition 4.4, pour < i ^ n, on a : 

X(m,s\) =t + i-n. 

Lc theoreme est done etabli si g est de l'un des types Bk, Ck, D 2 k, Ej, Eg, 
F4 ou G 2 car, dans ces cas, n — £ d'apres le tableau 1.6. 

1) Supposons g de type D 2 k+i- Alors card/C(II) = 2k et, si 1 ^ i ^ I, ce 
qui precede montre qu'il existe une sous-algebre parabolique de g dont l'indice 
est egal a i. D'autre part, on voit facilemcnt que a 2 k £ i?n- Comptc tcnu de 
l'assertion (iii) dc 4.4, il vicnt x(3n,{a 2k } 

) = 0. 

2) Si g est de type E 6 , on a card/C(II) = 4. Pour 2 ^ i ^ 6, il existe done 
une sous-algebre parabolique dc g dont l'indice est egal a i. 

On verifie aisement que {ai 7 a 5 } U {ek ; K G IC(U)} est une base de 1)*. A 
nouveau d'apres 4.4, on obticnt : 

X(fln,{ Ql }) = 1 , X(fln,{ai,a 5 }) = °- 

1+ 1 

3) Supposons g de type Ae, et soit p la partie entiere de — - — . D'apres 1.6, 

p est le cardinal de /C(II). Si £' — I — p, il nous faut prouver l'existence d'une 
sous-algebre parabolique de g d'indice 0, 1, ...,£' — 1. 
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Si t — 2t est pair, on a 

/C(n) = {{a j+1 , a 2t -j} ; < j ^ t - 1} 
et, si £ = 2t + 1 est impair, alors : 

/C(n) = {{a j+ i,...,a 2t +i_j}; < j < *}. 
Posons T = 0, et definissons pour 1 ^ k ^ £', par : 

_ |T fc _i U {a fc } si k est impair, 
[T fe _i U {a^+i-fc} si fe est pair. 

On verifie facilement que les Sm, pour M G /C(n)U/C(Tfe) formcnt unc famillc 
libre. Compte tenu de 4.4 (iii), il vient x(f)n\T fc ) = V — k si < k < Comme 
0n,T fc est une sous-algebre parabolique de g, on a obtenu le resultat. □ 

Remarque. Le theoreme 5.2 est enonce sans demonstration dans [4]. 
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